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Ujawnianie specyficznych sposobow
reagowania uczniow w rozwiazywaniu
zadan prowadzacych do realizacji
wymagan perspektywicznych
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Streszczenie
Artykut zawiera oczywisty sposob konkretyzacji (htierpretacji) fragmentéw teorii mate-
matycznej (definicji, twierdzg na Ill etapie edukacji matematycznej. Materialunaania
stanowi zadanie i jego przedknie poprzez stawianie dodatkowych pytée naruszajcych
struktury zadania wygiowego.

Uwagi wsigpne

W zwiazku ze standaryzacpauczania i kontrolowania pojawityesbbawy,ze
uczniowie zainteresowani matematyszczegoélnie na Il i lll etapie edukacji mate-
matycznej g zrownywani z tak zwanym poziomendrednim”. Na tym etapie edu-
kacji nauczanie jak i kontrolowanie nie wychodzzpagoziom podstawowy. Nie ma
wyraznych sugestii w programach nauczania matematyki, varpodrecznikach
szkolnych, a tym bardziej w standardach wyntaggzaminacyjnych do #@icowa-
nia wymaga stawianych uczniom. Szczegdlnie standardy egzayiina s wy-
znacznikiem dla wielu nauczycieli matematyki w argawaniu poziomu nauczania
i kontrolowania, co negatywnie wptywa naagugiiecia uczniow.

R. Pawlak (2003) moéwc o aspektach ,Matury 2005” powiedziag jest za-
myst, aby tzw. standard 2b poszeroynasgpujace umiegtnosci: interpretact defi-
nicji i twierdzen. Stwierdzenie to dotyczy IV etapu edukacji matsmanej, gdzie
uznaje st w ksztatceniu matematycznym dwa poziomy: podstayvonzszerzony.

Niektére teoretyczne opracowania ksztalcenia staloseego uwzgidniaja
réznice poziomowe w nauczaniu i kontrolowaniu, np. Yakiewicz (1993). Tego
rodzaju opracowania nie stanavj@dnak podstawy do zdicowania wymaga

Wedtug Z. Krygowskiej (cz. Ill, s.80) uczektywnie uczestnieey w konstru-
owaniu matematycznego poja i formutowaniu definicji czy te odkrywaniu
twierdzenia uczy siprawidtowego abstrahowania i schematyzowania, indgydia i
specyfikacji; dyscypliny wypowiedzi formalizagej jego déwiadczenia, intuicje i
myslowe konstrukcje w okigonym z géry precyzyjnynegyku.

Tak okr&lone umiegtnosci myslowe ucznia prowadze do realizacji wymaga
perspektywicznych dalziemy nazywé specyficznymi sposobami jego reagowania
W rozwiazywaniu zada.

W naszych rozwaniach materiat nhauczaniada stanowt: sytuacje, zadania
problemowe oraz formutowane (poprzez stawianie thmta/ch pyta) na ich pod-
stawie zadania nie naruszeg struktury zadawyjsciowych.
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I. Rys historyczny standardu szkolnego matematyczige ksztatcenia

Tendencja do wyodbniania standardu matematycznego ksztalcenia byta w
raznie widoczna w historii rozwoju ruchu reformatoesid szkoty. Poczynag od
lat szécdziesatych jednym z centralnych zagadiieodernizacji szkoty byto okre-
slenie takich tréci ksztalcenia w zakresie matematyki, ktére odpaaigby spo-
lecznym zapotrzebowaniom oraz wspoéfczesnemu etapamwoju nauk matema-
tycznych. Gtébwnym przy tym punktem orientacyjnymtdoypodniesienie poziomu
wyksztatcenia ludni jako niezlgdnego warunku dokonania rewolucji naukowo-
technicznej.

W latach osiemdziegtiych i dziewec¢dziesiatych w wigkszasci krajow obok po-
oiebiajacej sk dyferencjacji nauczania zaréwno pod veziim tréci, jak i formy
zauwaa sk tendengj do unifikacji wymaga odnoszcych sé do wynikow naucza-
nia, oraz rozwoj prac nad naukowo-teoretycznymispaagami okrélenia jednolite-
go poziomu ksztalcenia. Prowadzonebsdania skierowane na ustalenie wyngaga
dotyczicych kaicowych zasobow wiedzy i umigosci uczniow, ktére odpowiada-
lyby zarbwno potrzebom poszczegoélnej osobimivojak i catego spotechstwa,
zachowugc wspoitczesny poziom rozwoju nauki, zapewqganazliwosé dalszego
ksztatcenia siw szkole zawodowej lub akademickiej. W pewnym gemsten spo-
s6b sformutowane wymagania o$lega réwniez tres¢ ksztatcenia, pozostawidj
petra swobo@ wyborusrodkdéw nauczania (w tym réwrigoodrcznika) oraz kolej-
nos¢ opracowania materiatu.

Wedlug W. Jékiewicz (1993) wymagania dotygze przygotowania matema-
tycznego zazwyczaj reprezentowanews postaci wyliczenia podstawowych wia-
domdici i umiejgtnosci, ktére uczé powinien opanowa na kadym stopniu na-
uczania. Najogciej spotykan forma konkretyzacji tych wymadajest opis wyni-
kow nauczania w postaci systemu zadtosowany, np. w Federacji Rosyjskiej. W
jej rozumieniu system wymagajako gtowny komponent mechanizmu zwrotnej
wigzi w nauczaniu jest podzielony na dwa bloki: wym@gaprzewidziane w trakcie
kontroli wiadomdci i kontroli umiegtnosci. System ten realizuje w6 dwa cele: z
jednej strony skzy jako podstawowy punkt orientacyjny dla konstruoisazada
sprawdzaicych (kontrolnych), przez co wiiaie okrdla jednolity poziom kontroli
lub podstawowy poziom wynikdw nauczania, z drugigj strony — wskazuje per-
spektywy w nauczaniu, przewidgj maziwosé wyjscia poza ramy podstaw obo-
wiazujacych tak w zakresie nomenklatury wprowadzanych daiga, jak i w zakre-
sie poziomu opanowania materiatu. Inaczej méwsystem wymaga standardu
ustala wobec ucznidéw podstawowy i maksymalny pozaigrmaga.

Takie podejcie daje pozioma dyferencjacja w hauczaniu mateknaBrzewi-
duje ona tak organizacj nauczania, ktora stwarza aisvos¢ uczcym sk wedtug
tego samego programu opan@wgo na ranych poziomach, odpowiadaiych ich
indywidualnym zdolnéciom, zapewniajc oshgniecie okrelonej, obowizkowej
podstawy programowe;j.

Oto wypowied L.W. Kuzniecowej (1989) uzasadmap powyej opisane po-
dejcie do nauczania matematyki: ,... w tym celu, abydly uczé miat mazliwosé
realizowania swych zdolsoi, [...] nie naley utazsami& poziomu, wedtug ktérego
realizuje st nauczanie, z oboazkowym poziomem opanowania materiatu. Pierw-
szy z nich powinien kiyznacznie wyszy, w przeciwnym bowiem przypadku po-
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ziom przygotowania obowrkowego nie bdzie osagnicty, a take uczniowie po-
tencjalnie mogcy opanowda wiecej materiatu — ¢&da straceni. Kady uczé powi-
nien w peinym zakresie ustyszprzewidywany materiat oraz na pewnych etapach
uczestniczy w rozwiazywaniu bardziej skomplikowanych zada

Kontrola powinna przewidywadla wszystkich uczniéw sprawdzenie aggiie¢
w zakresie obowizkowych wynikéw nauczania (jako sprawdzenie wykdoaasy-
maga podstawowych) oraz powinna dylopetniona, sprawdzeniem opanowania
materiatu na wgszym poziomie.

Koncepcja pozioméw dyferencjacji zorientowana jgem na takie podajie
do okrélenia kaxcowych wymaga, ktére pozwala ustdligérne i dolne granice, w
zakresie ktérych zaréwno nauczyciel, jak i poszésgguczniowie mog wybra
najbardziej odpowiedni dla nich poziom uczentgi srozliczania s¢” z opanowania
materiatu.

Gorny poziom okréla te perspektywy, ktére otwiesagic przed uczniami su-
miennymi i wykazujcymi zainteresowanie naygkPoziom ten powinien shy¢ jako
punkt orientacyjny dla nauczyciela przy wprowadmamaterialu na lekcji, przy
opracowaniu szkolnych poglrznikdw, przy przygotowaniu poradnikéw metodycz-
nych — lecz jako padany, catkowicie odpowiadajy przewidzianym celom mate-
matycznego ksztatcenia.

Z tego punktu widzenia (W. skdewicz, 1993) wydzielita nagbujace bloki wyma-
gan:

1. wymagania podstawowe, charakterypg podstawowy poziom opanowania
materiatu (poziom kontroli wiedzy),
2. wymagania perspektywiczne, okliagace jednolity poziom naukowych zada

(poziom nauczania).

A zatem, przez standard matematycznego ksztatcethéy rozumie€ dwupo-
ziomowg struktue, skladagca si¢ z takich komponentéw, jak podstawowe wymaga-
nia, wymagania perspektywiczne, podstawowéctreraz materiat pomocniczy i
uzupetniagcy. Waznymi elementami tej strukturyagoéwniez zwiazki miedzy wy-
mienionymi komponentami.

Struktura taka pozwala ,wkomponowado standardu nie tylko mechanizm
kontroli czy sprawdzenia agjnie¢ obowihzkowych rezultatdw nauczania ucznidéw
(co wianie przewiduje s w innych modelach standardu) lecz rownieo jest
szczegOlnie wane, mechanizm organizacji procesu nauczania, sk@&rego na
osiaganie obowizkowego oraz nieco wgzego poziomu przygotowania matema-
tycznego. Wydaje gj ze brak tego ostatniego elementu w opracowanych laclkle
standardu jest jedre gtdwnych przyczyn atpliwosci pedagogéw praktykéw co do
efektywndci stosowanych metod.

[I. Konstruowanie i definiowanie pojeé poprzez rozwhzywanie zada

Rd&zne metody prowadzdo konstruowania i definiowania przez samych umani
nowych pog¢ i odkrywania przez nich nowych twierdzeZ. Krygowska (cz. lll, s.79)
wyrdznia dwa zasadnicze sposoby wprowadzania noweggi@dj) poprzez definigj
podan, przez nauczyciela lub pagznik, zilustrowan odpowiednimi przykladami; 2)
poprzez tak organizag aktywngci ucznia,ze on sam to pegie przy dyskretnej po-



232 Weronika Jaskiewicz, Anna Jaskiewicz-Baumann

mocy nauczyciela konstruuje i ngstie definiuje. Oba te sposoby®wnie wane, dla
rozwoju matematycznego gignia ucznia.

Wybor sposobu zaky miedzy innymi od charakteru samego ¢uif, stopnia jego
abstrakcyjnéci, od poziomu zespotu klasowego, posiadanych gmisgci w zakresie
matematyki szkolnej a ta& dawiadczéd zwiazanych z umiginym wyzwalaniem
przez nauczyciela aktywia ucznia i jego sposobéw reagowania.

Drugi ze sposobow sformutowanych przez Z. Krygawskazamy za bardzo
wazny w orientowaniu aktywrigi ucznia na czynne uczestniczenie w konstrukgji no
wego dla niego pegia (fragmentu teorii matematycznej). W ten sposiwijamy
takie umiegtnasci jego mygli, ktére wykraczaj poza ramy okrdone w podstawach
programowych i odpowiadajvymaganiom perspektywicznym.

Wedtug Z. Krygowskiej rozwdj takich umighosci w okresie nauki szkolnej jest
wazny dla tych ucznidw, ktérzy z matematybkeda mieli w przysziéci mniej do czy-
nienia, jak i dla tych, ktorzy matematylkeda studiowa.

lll. Przyktadowe fragmenty lekcji realizuj ace wymagania perspektywiczne
| poszerzapce wiadomdci podstawowe

Ponizej przytaczamy fragment lekcji zainspirowany zaelami3/158 o fikcyjno
praktycznej tréci zaczerprgtym z podecznika do matematyki klasy | gimnazjum
.Krok po kroku” realizujcy wedtug nas wymagania perspektywiczne i wprowjadya
ucznia w zagadnienia uczenia torii poprzez rozvwizywanie zada
Zadanie. Pani Eulalia wygrata na loterii fantowej 8x mtkiaChce kupt dzialke,
ktéra mogtaby ogrodZi ta siatka. Jaky powierzchng moze mie ta dziatka, jeeli x
jest liczlm naturalm i pani Eulalia pragnie, aby wymiary dziatkiztgic wyrazaty
liczbami naturalnymi?

Konstruktorzy zadania pytajJak powierzchng maze mie dziatka? § dopusz-
czalne wedtug nas #e odpowiedzi: ma} duza, 7 nf, 12 nf, 15 nf, 16 nf (oczywicie
dla ustalonego obwodu réwnego 16 m). Jak wynikeowypszego zapisu pol, pole
dzialki o ksztalcie prostaknym zwkksza st wraz ze zblianiem st jej ksztaltu do
dzialki kwadratowej, ktéra ma z nich napkéze pole. Wiadoma,e wsréd wszystkich
czworokytoéw izoperymetrycznych najeksze pole ma kwadrat.

W zadaniu nie mowi sio ksztalcie dziatki (zaktadagstylko, ze x jest liczla
naturalr, i wymiary dziatki wyraaja sie liczbami naturalnymi) i dlatego na posta-
wione w zadaniu pytanie moa odpowiedzi& prostolatna, kwadratowy, tréjkatna,
czworolgtna itp. W zwiazku z tym mana postawd pytanie: Czy dziatka jakchce
kupi¢ pani Eulalia musi by prostolktna (kwadratowa)? M@my tak pokierowa
dyskusj, zeby uczniowie postawili pytanie: Czy oemy dobréa tak diugdgci bo-
kow, np. trojlita, zeby byly liczbami naturalnymi i miaty ustalony (wakiem 8x
(xD N )) obwod. Poniewaw trdjkacie wymiarami g podstawa i odpowiadgja jej
wysoka¢ przyjmujemy réwnie, ze odpowiednia wysokd trojkata wyraza st tak-
ze liczkla naturaln. Oczywicie nie trudno &dzie uczniom przy pomocy nauczyciela
znalez¢ trojkat o bokach (6, 5, 5)m o obwodzie rownym 16m i tgdjk bokach (8,
5, 5)m o obwodzie rownym 18m. Wysakatrojkata o bokach (6, 5, 5)m z twier.

Pitagorasa réwna si v5° —3° =4m, jego pole 12 Wysokdé tréjkata o bo-
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kach (8, 5, 5)m z twier. Pitagorasa réwna si5° —4° =3m, jego pole réwne jest
12nt (inne wysokéci nie g liczbami naturalnymi i obliczenia komplikugic).

Z obliczeér powyzszych wynikaze ich pola s réwne i wynosz po 12 M. Wia-
domo, ze spdrdod wszystkich tréjtéw o jednakowym polu troft rownoboczny
ma najmniejszy obwdd. Na tej podstawiezenmy wnioskowa, ze trojkat o bokach
(6, 5, 5)m jest ksztaltem bardziej zohy do trojketa rownobocznego nitrojkat o
bokach (8, 5, 5)m i dlatego ma mniejszy obwaod.

Ksztalt trojlata rownoramiennego o statym polu zgleod zwazku miedzy pod-

stawy i odpowiadajca jej wysokdcia. Jeeli h = a_\2/§ to trojkat jest rbwnoboczny (i
L ] : av'3 . i .
ma najmniejszy obwaod). Zei h > T to trojkat zmienia ksztalt z rownobocznego

. - ; . . a3 . .
na réwnoramienny i jego obwod zksza st. W przypadkuh < T\/_ tréjkat zmienia
znow ksztalt z rbwnobocznego na rownoramiennyti g#aszczony” w stosunku do

, . av3 . . o ”
trojkata, w ktorymh > T\/_ , Z& jego obwad jest rowniewigkszy od obwodu trogta

réwnobocznego.

Mozna tatwo uzasadéize w rozwaanej (w zadaniu) klasie trgjiow réwno-
ramiennych o polu réwnym 12, nie istnieje tedjkdwnoboczny. Na lekcji matema-
tyki mozemy liczy na pelne zaangawanie st uczniow w to zagadnienie,sje
bedziemy budowé konkretne tréjkty réwnoramienne o polu rownym 12, wykony-
wa¢ odpowiednie obliczenia i poréwnywatrzymane rezultaty.

| dalej m@na postawd uczniom naspujace polecenie: Spravitl Dla jakich
obwodéw 8x (X1 N ) mazna znalé¢ trojkaty o bokach odpowiednio proporcjonal-
nych do bokow tréjita (6, 5, 5)m i zapisz to odpowiednim wzorem.

W klasie Il gimnazjum po przerobieniu wiadofobo potgach o wyktadniku
catkowitym, opierajc sk na analizie konkretnych przyktadow (tabela 1)z
wyprowadzé ogolny wzor na diug@ obwodu tréjlata o bokach odpowiednio pro-
porcjonalnych do bokow tréjka (6, 5, 5)m spetniagy warunek 8x (kI N ).

Tabela 1

Y Pole tréjlata | Pole trojlata
Obwéd tréjlata %va;/\%?atrrr?ijelei? Podstawa tréjita | réwnora- réwnora-
réwnoramiennego | nego jako ilo- réwnoramienneg® miennego miennego
(w metrach) czynu pokgi 2 i odpowiadagca | (w metrach |jako iloczynu
i Ii?:/zb p8 9 jej wysokdi¢ kwadrato- | potegi 2%i
y wych) liczby 3
*)3+2,5+2,5=8 | 2°[8=8 a=3, h=2 3 2°[3, k=0
6+5+5=16 21[8=16 a=6, h=4 12 22[3
12+10+10=32 2[8=32 a=12, h=16 48 23
24+20+20=64 3rQ — a=24, h=16 192 6
2°(8=64 ' 2°[3
48+40+40=128 a=48, h=32 768
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96+80+80=256 |2%[8=128 |a=96, h=64 3072 [28[3
192+160+160=51225[8 = 256 |a=192, h=1278| 12288 |23
2°(8=512 2123
X8, k=1,2... 2213,

k=1,2

Uczniowie zauwzaja, ze W tej grupie trojtéw obwod zweksza s 2“-krotnie,
dla k=1,2,3..., a pole®? dla k=1,2,3... Najmniejsze pole wynosi 2przy obwo-
dzie rownym 16m.

Mozna postawi rowniez pytanie do przyktadu oznaczonego gwiagtibelal):
Czy istnieje trojlgt rownoramienny spetniggy warunki okrélone w zadaniu, ktérego
obwdd wynosi 8m. 38 przyjmiemy, ze wymiarami tréjkta s podstawa i odpowiada-
jaca jej wysokét(a=3, h=2), to przyktad ten spelnia warunki zadaRiayktad ten nie
spetnia naszych zaten: boki figury nie wyraaja sk liczbami naturalnymi.

Mozna dyskutowa takze nad przydatrigia odpowiedniej wielkéci dziatek
W rzeczywistéci, np. dziatka o polu rownym 768m3072nf maze by wykorzy-
stana pod budoywWdomu, jéli spetnia inne warunki budowlane.

W klasie trzeciej gimnazjum uczniowie poznaziatania w zbiorze liczb rze-
czywistych. Wyznaczajprzyblizenia dziesitne liczb niewymiernych oraz szaguj
wyniki dziatah na liczbach wymiernych i niewymiernych. Posiadpgwne do-
swiadczenie w stawianiu hipotez i ich weryfikacjpw6¢my do tegoze w zadaniu
nie mowi s¢ o ksztatcie dziatki i sprébujmy odpowiedziea pytanie, czy dziatka w
ksztatcie okegu (kota) mae spetnia warunki zadania (obwdd dziatki wynosi 8x i
xUO N, wymiary dziatki wyraaja si¢ liczbami naturalnymi).

Wz6r na dhugéé okregu (277 ) i wzér na pole kota £r °) posiadaj jeden wy-

miar r. Do rozwaan i wnioskowania przyjmujemyr = 272 (mamy teraz inne zada-
- . . . : 22 , .

nie liczke niewymierny 71 zastpujemy wymiera 7) std dlugaé¢ okregu wynosi
2 - [t . Obwaod dziatki pani Eulalii jest rowny 8x [(kN ). Réwnanie ma posta

2 G27—2 [t =8x, podstawiaic za r wielokrotnét liczby 7 mamy:

17=7

2[7=14
3l7=21
4(7=28
5[7=35
6[7=42
707=49
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Na podstawie otrzymanych danych budujemy taBel

Tabela 2
Promier okregu (kota) Dtugosi¢ okregu Spetnia warunek zadania lub nje
7 2 G27—2 [(T=44 44=8x=x=5,5 (nie)
14 2 G27—2 [2[T =88 88=8x=x=11 (spetnia)
21 2927—2[:13@ =132 132=8x=>x=16,5 (nie)
28 2@27—2 (47 =176 176=8x=x=22 (spetnia)
140 2 927—2 [(20L¥ =880 880=8x=x=110 (spetnia)

Stwierdzamyze dla r ledacego liczla parzyss k[ 7, k=2, 4, 6... obwdd dziakki
w ksztalcie okggu (kota) spetnia warunki zadania
W zadaniu pytaj, jaka powierzchné¢ moze mie¢ ta dziatka? Pole powierzchni

kota: 71 % dla r=k[7, k=2,4,6... przyjmuje nagbujace wartgci:

r=7,nr’=154nt
r=14,nr’=614nt
r=21,r’=1386n7
r=28,nr’=2464n7

r=140,xr’=61600M

Dziatka w ksztalcie kota mi® mie:, np. 614m, 2464m, 61600Mitd., ponie-
waz dla tych obliczonych pdl x jest liczba naturaln
Przy dziatce w ksztatcie kota kitopotliwa jest speawliczly n. Zan nie mae-

my podstawd 272 bo w rzeczywist&ci dtugas¢ okregu (pole kotfa) bdzie zawsze

mniejsza od obliczonej.
Sprébujmy aby uczniowie zweryfikowali ten tekst.tddsinkowali si do podsta-

. . 22
wienia zar liczby 7 .

Zadanie postiyto nam do przeprowadzenia teoretycznych rgavana pozio-
mie 11l edukacji szkolnej:
- 0 wspotzalenosci bokow trojlata,
- 0 zalenosci obwodu i pola trojkta od wymiaréw jego bokow,
- 0 proporcjonalngci bokow tréjlatow podobnych,
- o warunkach koniecznych dla istnienia progtakz danym wymiarem bokow.
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Uczniowie rozwizujac zadanie aktywnie odkrywafragmenty teorii matema-
tycznej (twierdzenia) lub je wykorzystiljuogélniaj wzory. Wdraaja sie do uwat-
nego czytania téei zadania, wyjgniania terminédw matematycznych i poza mate-
matycznych, analizowania relacji zachgcich medzy wielkasciami matematycz-
nymi i ich systematyzacji, stawiania pitanodyfikacji sytuacji problemowej.

Zakonczenie

Nalezy organizowa nauczanie tak,zaby kady uczeé na kadym poziomie
mogt zdoby chociaby podstawow wiedz; i umiejgtnosci. To wcale nie oznacza,
ze nauczyciel w procesie nauczanigyddo osiagniccia tylko tych podstawzeby
osiagna¢ co hajmniej poziom podstawowy, trzeba przekazezniom obszerniejszy
zakres wiedzy i umiefnosci.

Na kazdej lekcji powinno si przeznaczaspecjalny czas na opracowanie wia-
domdaici i umiejtnosci w zakresie obowzujacego poziomu i czas na poszerzenie
tych wiadomdci poprzez stosowanie zndicowanego i indywidualnego podeja w
nauczaniu matematyki.

Nalezy organizowd nauczanie w taki sposéb, aby moc wyzwalaozwijat
specyficzne aktywni@i u ucacych sg prowadzace do rozwijania potencjalnych
uzdolniex matematycznych uczniéw. Przytoczone pogyyprzyktady wskazuaj ze
jest to maliwe.
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