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StreszczenieW pracy przedstawiamy naszesdiadczenia z prowadzonych na
Wydziale Fizyki i Informatyki Stosowanej Uniwerside todzkiego lekcji
doswiadczalnych wprowadzagjych do statystyki mtodziepierwszych klas liceow
bioracych udziat w programie ,klas pod Patronatem”. Npwgyginalna metoda
nauczania podstawowych elementow statystyczneg@acopywania danych
pomiarowych, wprowadza pgjia niepewnéci pomiarowej, niepewrsai sredniej,
sredniej waonej. Metoda nie wymagaadnych specjalnych umégnoici, czy
wiedzy matematycznej. dycie na zajciach instrumentu, ktéry nazwaty
JLakoyaki” i ktoéry wraz z zestawem eksperymentalnkoforowych kulek stanowi
istotny element uatrakcyjnienia zasadniczo nieewekalekcji polegajcej na
powtarzaniu wiele (set) razy prob Bernoullego. Brujwvana metoda sprawdza si
juz od Kilku lat realizacji projektu.

Wstep

Formalne podégie do niepewnii pomiarowych i ich statystycznej inter-
pretacji opisane jest w dokumencieghltynarodowej Organizacji Standaryzacji
(I0S) pod nazw ,Guide to the Expression of Uncertainty in Measueat”
(znanego pod skrécamazwy GUM) [1]. Ze wzgkdu na wag instytucji zaleca-
ny jest on z oczywistych wzglow do stosowania na zaawansowanych pozio-
mach edukacji [2]. Oficjalny dokument, czy to w sjelOS, czy Narodowego
Instytutu Standaryzacji i Technologii (NIST), Koetis Europejskiego (EURA-
CHEMI/CITAS) czy brytyjskiego (UKAS) [3,4] nie nadajst jednak zupeinie
do wytku w procesie nauczania, a szczegolnie, gdy dhodeskpne jego po-
ziomy. Aby moégt by zastosowany niezldne jest poczynienie w nim istotnych
zmiany, co najmniej @ chodzi o formg przekazu. Jest to problem w zasadzie
techniczny i gdyby byt jedynym do pokonania, ni¢olbby w ogdle problemu.

Instrukcja GUM z istoty swojej nie jest przeznacalo nauczenia kogo-
kolwiek, a w szczegOlrigi uczniéw z zerow, lub niemal zerow, wiedz na
temat statystyki. W najlepszym razie jej adresatanai, ktory juz wiedz, o co
chodzi, albo te ci, ktérych wiedza ta wcale nie interesuje, a pksj prostego
przepisu pogpowania z wynikami konkretnych pomiaréw. Rgstwanie zgod-
nie z zasadami GUM jest w sumie nieskomplikowanamerycznie proste. Do-
tyczy ono jednak tylko standardowych przypadkowytasnie szkolne ekspery-
menty fizyczne z regutyasproste i nikt (na poeatku) nie wymaga od uczniow
rozumienia zasad statystycznej analizy danych. okzdinie wisciwe wycie
algorytméw GUM przy elementarnej zdofed wykonania odpowiednich ra-
chunkow, jak pokazajbadania [2], nie skutkujeadm glebsz refleksp natury
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statystycznej. Ograniczaniegsvigc do przekazania uczniom zestawu, stusznych
skadinad formut, nie prowadzi do zrozumienia czegokolwiakwiec tym bar-
dziej do rozwoju umdiwiajacego kiedy, w przyszigci, chatby potencjalnie,
rozwiazanie problemow niestandardowych.

Poznanie rzeczywisfoi opiera st dzi§ na metodzie zwanej naukew
a podstaw metody naukowej jest zadawanie Naturze pytaotowanie jej od-
powiedzi. Zwykle nazywa esito ,eksperymentowaniem”. Uzng t¢ metod,
wydaje s¢, ze w procesie nauczania powifmily starg sig zackcat uczniow,
aby zaczli swiadomie eksperymentowanajwczéniej, jak to jest mgiwe, naj-
lepiej jeszcze w szkole podstawowej. Z drugiejrsgrmazliwe jest te poczeka-
nie do chwili, gdy uczniowie nabda umiegtnosci postugiwania & metodami
GUM i gdy pojmy sens formut wyrzajacych niepewnéci pomiarowe i naucg
sie podawé wynik daswiadczenia w sposob jedyny stuszny, petny isailay
(GUM). W takim jednak przypadku moglifijy zaca¢ eksperymentowado-
piero w laboratoriach uniwersytetow. Postawieniegralg alternatyva nauczy-
ciele gimnazjow i licebw muazwybrat whasny ,zloty srodek”. W jego znale-
zieniu % oni jednak pozostawieni samym sobie. Repipodajemy metagd
umazliwiajaca wiasciwe (zgodnie z GUM!) zinterpretowanie wynikowsthaad-
czen na poziomie ,przedobliczeniowym” [5], na patku naukowej edukacji.

Pocztek lekcji: niepewnaosé pomiarowa

Jednym z najwaniejszych probleméw w naukach s@dadczalnych jest
okreslenie niepewngci pomiarowej pojedynczego pomiaru. Powtarzanieipeom
ru ,w dokladnie takich samych warunkach” meod& nam i najczsciej daje za
kazdym razem inny wynik. Rozrzut tych wynikéw nazywa czasem ,,odchyle-
niem standardowym”, ale poniewpojccie to jest precyzyjnie zdefiniowane (w
GUM), by ustrzec si konfliktu z przygta terminologh nazywa& go lkedziemy
chwilowo ,niepewndcia pojedynczego pomiaru” (za: [6]).

Dla poradku tez w dalszej cgsci tej pracy pominiemy problemy z
niepewndciami typu B [4] i skupimy si na niepewnsériach majcych charakter
czysto statystyczny.

Punktem wyjcia naszych dziatana lekcji w klasie ,pod Patronatem” jest
uswiadomienie uczniomze we wszystkich, albo, co najmniej w Iwiejeéai,
wszystkich istotnych pomiaréw ich wynik ma w jakistopniu charakter staty-
styczny. W terminologii GUM: niepewié typu A w pomiarze obecna jest pra-
wie zawsze, nawet, gdy na pierwszy rzut oka jejzaiewaamy, albo nie spo-
dziewamy s jej w ogole. Jest to d6 proste i maemy powoté sic na wiele
przyktadéw ,zzycia wzigtych”. W klasie maemy w tym celu wykorzystapro-
ste, wsgpne ddwiadczenie ,spadku swobodnego” migrzczas opadania do-
wolnego przedmiotu podrzuconego do goéry pod sufittowili, gdy osignie po-
lozenie najwysze, do momentu uderzenia w podiobczniowie mog zmie-
rzy¢ ten czas zywajac stoperéw wmontowanych w ich wtasne telefony komor
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kowe. Na ogo6t z jednego rzutu otrzymujemy okotov@tikow, ktére po zapi-
saniu na tablicy (Rys. 1) pokazujozrzut zmierzonych waroi, czyli wiasnie
Lniepewna¢ pomiarova pojedynczego pomiaru”. Wyniki te najezachowa,
gdyz postza ham jeszcze w dalszychegeiach lekcji.

Rysunek 1.Wyniki déwiadczenia ze spadkiem swobodnym
(w setnych cgsciach sekundy) zmierzone na lekcji.

Rozwaania nasze nad statystykaczynamy od prostego pytania: ,Jaki jest
wynik naszego eksperymentu ze swobodnym spadkiepd@k diugo spadato
ciato?”. Zazwyczaj kilku co sprytniejszych uczni@dbuje odpowiedziena to
pytanie wycigajpc kalkulatorki (albo wykorzystag coraz bardziej
rozbudowane telefony komoérkowe) i prédwjobliczy wartas¢ sredna, a
precyzyjnie méw4c sredni arytmetycza.

Oczywiscie jest to, w wgkszaci przypadkow, odpowied wiasciwa.
Postugujc sie cab wiedzy GUM nic ponad to powiedzienie mana. Ale, jéli
spyta& tego ,najsprytniejszego” ucznia, dlaczego uaveon (albo onal!)ze
wiasnie arytmetycznasrednia jest tym, co podanalezy w odpowiedzi na
postawione pytanie, najeiej jasnej odpowiedzi sinie uzyska. i drazy¢
temat podajc informacje o innych rodzajacinedniej: sredniej geometrycznej,
sredniej harmonicznej i w Kau o nieskaczonej maliwosci ich zdefiniowania
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(przez tak zwam p-miar) ,0czywista” odpowied uzyskana na pogtku staje
sie coraz mniej oczywista.

Zostawiajc ten temat do dalszych rozwed, a mana w tym miejscu
zapowiedzié podanie prawidtowej odpowiedzi wraz z uzasadni@niea
godzire mniej wiecej, maemy dalej spytd jak uczniowie okrdiliby to, co
potocznie nazywamy rozrzutem wynikow, jaki widaa tablicy (Rys. 1)
wyraznie. Zwykle na tak postawione pytanie nie udaje @zysk& zadnej
,oczywistej” odpowiedzi. Poprawan odpowiedzi, wydag Si¢ jest w tym
momencie: ,nie wiem”.

Okazuje s, ze, jak pokazuyj badania [7, 8], nim uczniowie dowiegdzk, jak to
jest ,naprawd’ (chodzi oczywicie o ,odchylenie standardowe”), mani juz w
swoim umyle intuicyjm ideg rozrzutu, o ktérym mowa. Jesta frudno wyraz
werbalnie, a jeszcze bardziej precyzyjnie zdefimio@Q] i podane tam referencje).
Pokcie rozrzutu/dyspersji/rozmycia/odchylenia nie jesti oczywiste, ani fe
jednoznaczne. W pracy [10] przeanalizowano w tymglgdzie r&ne
hiszpaiskojezyczne podyczniki dla mtodziey w wieku lat 15-16 i naliczono niemal
20 mazliwosci jego okrélenia (a ,odchylenie standardowe” byto tylko jedntych
mozliwosci!).

Metoda GUM definivje pefie ,rozrzutu” w paragrafie 2.4 w IOS/NIST
,Guide...”, jako wspomniane ju,odchylenie standardowe” réwne pierwiastkowi
kwadratowemu z wariancji okilenej zmiennej losowej. Aby pgj t¢ definicie
trzeba posiada co najmniej elementagrwiedz z rachunku prawdopodoliigtwa,

a pogcie gstasci prawdopodobigstwa niezbdne dla zrozumienia definicji stowa
swariancja” wymaga umiefnosci rézniczkowania i catkowania. Jest to zdecy-
dowanie zbyt wiele dla przegnych i dla wekszaci ponadprzeeinie zdolnych
uczniow szkdékrednich. Taki sposob definiowania wariancii, jesbry dla jedynie
studentow wyszych uczelni i to, na ogdt, nie na pierwszym roku.

W badaniach Kazaka i Confreya [8] zostato jednakapane.ze juz nawet
dziewiecioletnie dzieci potradi poja¢ i stosowa w praktyce naturalne dla nich
pojecie rozrzutu (wariancji?)aywajac w tym celu graficznej reprezentacji danych,
ktora fizycy nazywa histogramem, a statystycy szeregiem rozdzielczgang z
metod analizowanych w [10]). Proponujemy na lekgizwija¢ to wiasnie,
naturalne podégie.

Historgam i pojecie miary rozrzutu

Przekazanie uczniom pgja rozrzutu wynikow pomiarowych przy
wielokrotnym powtarzaniu tego samego eksperymentapasob teoretycznie
wihasciwy (GUM!) jest zadaniem trudnym. W pewnych szadegch przypad-
kach ,niepewné& pomiarowa pojedynczego pomiaru” meoby¢ przeanalizo-
wana teoretycznie, a najlepszym na to przykladesh ,jproblemie pijanego
marynarza” (drunken sailor problem).
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W przypadku jednowymiarowym byt on omowiony w irgsupcym nas
aspekcie ponad 50 lat temu w ,Feynmana wykladafibyki” [11] i ponownie
przywotany przez Blasiaka [6] trzydza lat p&niej. Wspomniany marynarz w
przypadku jednowymiarowym mie zrobt krok w lewo, lub w prawo, przy
czym jegoswiadoma¢ na tyle odbiega od trzerej realndci, ze kazdy kolejny
krok nie zaley od kroku poprzedniego, co dla prostotyzemy symulowa na
trzezwo rzucajc symetrycza monet przed kadym krokiem i od wyniku
(orzellreszka) uzammi¢ jego kierunek. Jednowymiarowy pijany marynarz
»Srednio rzecz biaic” na pewno z kadym krokiem oddala siod punktu startu.
Okazuje st, ze $redni dystans” na jaki sioddalit rgnie jak pierwiastek
kwadratowy z czasu pijanego spaceru. Bardziej gtyakzny obrazek
dwuwymiarowego pijanego marynarza zainteresowat gewezasu Karla
Pearsona (wynalagzametody minimalizacji chi kwadrat!). W roku 190mku
cudownym dla fizyki, Pearson opublikowat w czasope ,Nature” [12] krétki
tekst z zapytaniem o to, jak przemieszczat lsidzie pijany marynarz w
ptaszczynie. Nie musiat dlugo czekana odpowied, bo juz w numerze
.Nature” z kolejnego miegca odpowiedziat mu Lord Rayleigh. Odpowied
byta jedynie ,asymptotyczna”, podana dla dostatecaftugich czaséw, ale
zadowolita Pearsona na tylee w kolejnym numerze ,Nature”, po tygodniu,
podzkkowat Lordowi. Rayleigh podawat nie tylko formuk pierwiastkiem z
czasu, ale i wzor naggtas¢ prawdopodobigstwa tegoze marynarz dojdzie na
zadan odlegia¢. Byt to oczywicie rozktad normalny zwany rozktadem
Gaussa. OdpowigdPearsona zawierata blyskotliwe podsumowanie wkiyst
tych skomplikowanych matematycznych roza@ ,...wniosek, jaki mana
wyciagm¢ z rozwhzania Lorda Rayleigha jest takie najbardziej prawdopo-
dobnym miejscem znalezienia pijakaslijgen jest jeszcze w stanie w ogéle
utrzyma sig na nogach, jest punkt bliski temu, z jakiego wygis

Zostawiajc nietrzéwego marynarza z jego wilasnymi, specyficznymi
problemami, musimy stwierdzize rozwhzanie Rayleigha nie jest naprawahi
proste, ani niestety ogolne,slie chodzi o opisanie niepewsd (rozrzutu)
wynikow pomiaréw. Studiowanie problemu pijanego ymarza wymaga
glebokiej znajoméci rachunku prawdopodohistwa i, by maoze, poza samym
tematem nie budzi szczegd6lnego zainteresowanidawzn

Konwencjonalny spos6b wprowadzenia niepesgnopomiarowych w
catkowicie poprawny sposéb podany jest @dho w pracy [15]. Problem
niepewndci pojedynczego pomiaru, jego rozrzutu, zdefiniowan uzyciem
wiasciwych narzdzi matematycznych me by, z wyciem tych nargdzi,
rozwiazany dagc tym samym uczniom zar6éwno potrzebne definicjk, ijao-
zumienie analizowanych zjawisk. Jedyny klopot,jjakwspominalimy, polega
na tym, ze uczniowie musgby¢ wczeniej tych naradzi nauczeni, a jest to
poziom co najmniej akademicki, o ktérym w szkole mhamy co marzy
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a w szczegllnwi w stosunku do dzieci, ktore rozpoczynawa edukacg
przyrodnica.

Niekonwencjonalny, empiryczny spos6b wprowadzeniepewndci
zaktada minimalne zastosowanie metod matematyczmyezhmiast nichaycie
zestawu eksperymentalnego, ktory nazé\edziemy z japaska ,takoyaki”, o
czym za chwid. Przez ostatnie @t lat przeprowadzisimy zagcia z ponad 30
klasami dzieci w wieku od lat 14 do 19 (studentdmerunku ,Lesnictwa” na
Uniwersytecie £6dzkim), zbiergy daswiadczenia, na mocy ktérych jestey w
stanie stwierd#, ze proponowana metoda uczenia niepeish@omiarowych
sprawdza siw praktyce. M@aemy powiedzié tez, ze metoda ta jest efektywna.
Jedne zagia trwap przecgtnie dwie godziny, a zawietgjone jeszcze maty
wyktad, jako historyczne wprowadzenie i ka@a Sie podsumowaniem
pokazujcym istot przeprowadzonych dziata wyprowadzenia odpowiednich
wzorOéw w precyzyjnej matematycznej formie. Po thkiagciach uczniowie
mog dodatkowo opracowaotrzymane przez siebie wyniki i podsumdava we
wlasnym raporcie. Ta €& potencjalnej aktywniei uczniowskiej pozostawiona
jest do poprowadzenia nauczycielowi w szkole, neyldad na zajciach kota

fizycznego.
W zagciach pierwszorgdn role odgrywa nauczenie uczniéw spgizania
histogramow. Po podaniu wi@wej definicji i algorytmu posjpowania

uczniowie przysipuja do sporzdzenia histogramu zmierzonych wadoczasu
spadku zapisanych na tablicy Rys. 1.

Najistotniejszym elementem wspomnianego teoretygang&prowadzenia
w temat jest przekonanie ucznidie istnieje asymptotyczna forma histogramu,
jaki sporadzili i ze jest iy krzywa dzwonowa odkryta przez Gaussa okoto 200
lat temu.

Kolejnym punktem jest pokazanie, w jaki sposob ensalna krzywa
dzwonowa mege by, a wigciwie powinna by dopasowywana do realnego
histogramu przy skwzonej statystyce, takiego jak spmtzony wignie w
doswiadczeniu ze spadaniem. Ocz§wié mazna wprowadZ zmierzone dane
(czasy spadania) do jakiegokolwiek komputerowedawsma kalkulacyjnego, na
przyktad Open Office Calc, czy Microsoft Office EkcNie stanowi dla mtodziy
szczegdblnego problemu, tak jak fatwe jest poterchomnienie opcji ,histogram”,
czy ,Czstaé¢”, a nasgpnie fit the best Gaussian”, ,rozkiad normalny”.ylik
takich operacji tdzie oczywécie ,doskonaly”’, a samo dopasowanie krzywej w
magiczny sposéb wprowadzi na wykres ,najlapdini ¢ i dla wiekszaci z dzieci,
tak samo zresztjaki dla prawie wszystkich dorostyctytkownikéw komputerow,
linia ta traktowana dgizie jako prawda absolutna, niepodelaa, w najmniejszym
stopniu nie podlegaga dyskusji ani atpliwosci zadnej. Do kwestii
dopasowywania numerycznego (komputerowego) WrOf@sgcze riej.

Bardzo istotne jest uczenie przysztych eksperynmandta od najmtodszych
lat, w jaki sposéb przeprowadziagta, gtadk i symetrycza krzywa o dzwonowa-
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tym ksztaicie przez otrzymany histogram tak, albigyepata go jak nagislej, ,naj-
lepiej”, jak sk tylko da. Idea takiego dopasowywania hie jest avtaldna do pef
cia, o ile oczywicie opyci sie caly skomplikowany aparat matematyczny. Rzecz
ludzky jest popetnianie bHOw, takich jak krélenie tamanej poprzez liczebimb ko-
lejnych klas histogramu, co dajozwiazanie niegladkie i na og6t niesymetryczne,
czy nadmierna waga przyagywana do wynikéw pojedynczych trafidalekich od
spodziewanej warfgi, co daje krzywe zbyt szerokie, przeszacaegipartdci po-
srednie, albo przyktadanie nadmiernego znaczenigcgebndci klasy najliczniej-
szej, a to prowadzi zndw do przeszacowania paleggd na rysowaniu linii w za-
sadzie ponad wszystkimi innymi stupkami histogranak dalej, i tak dalej...

Wskazanie uczniom na teey i wyjasnienie, jak nalgy krzywa Gaussa
dopasowéa do histogramu, aby pozoétav zgodzie z zasadami, jest zadaniem
trudnym, ale wartym wimnego wysitku, gdy umiegtnos¢ ta raz nabyta
procentowa bedzie w przysziéci i nietatwo ulegnie zapomnieniu, jak jazda na
rowerze, o czym mogliny sk przekona na kilku przykladach. Nauczenie tego
wymaga udzialu i pomocy oséb wiedgch, o co chodzi (w programie
realizowanym na Uniwersytecie £6dzkim pomagaj tym doktoranci Wydziatu
Fizyki i Informatyki Stosowanej), ale mago by tez nauczyciele znagy niuanse
dopasowywania. A poza tym uczenie sia wlasnych kbach, poza tymgze
efektywne, zapewnia tée u dzieci pojawia ginaturalne pegie dopasowania, jego
sensu i jakéci. Wazne jest, aby, nim wykonamy ngsty krok ku zrozumieniu
statystyki, uczniowie potrafili mdiwie poprawnie kréli¢ linie, zwracajc uwag na
symetre, normalizagj i ksztalt krzywej Gaussa. Przyktady dopasbveaobione
przez ucznidw pokazuje Rys. 2.

Aby wyciagat wnioski ilosciowe i wykorzysté wiasciwie sporadzone histo-
gramy, musimy jeszcze zdefiniogvkilka bardzo istotnych pef. Musimy te: zde-
finiowa¢ niepewné¢. W naszym przypadku nie chodzi ogakormuk, wzér do za-
pamktania, ktory pgdzej, czy péniej zostanie przectezapomniany, ale o eapro-
cedue, ktéra sama w sobie nie by specjalnie skomplikowana.

Rozrzut, czyli inaczej mowt niepewnét, pojedynczego pomiaru definiujemy
jako szerokée wiasciwie dopasowanej, co ustalitny wczéniej, krzywej Gaussa —
precyzyjnie jako potowe szerokdci w potowie wysokdci”, co jest dé¢ tatwe do
zapamgtania po kilkukrotnym powtérzeniu.

Majac nakrélone najlepsze dopasowanie tatwo jest zgareaksimum krzy-
wej dzwonowej. Jest to po prostu napagy jej punkt. Nie wymaga tadnej wcze-
sniejszej wiedzy. Dalej przez ten punkt poprowadziimi¢ pionows. Linia ta prze-
tnie ¢ , X" w punkcie, ktbry maemy nazwé wartadicia najbardziej prawdopodobn
a zatem jest to punkt, ktéry odpowiada na pytagadi jest wynik naszego pomia-
ru”. Odcinek od maksimum, do punktu na osi wysokas¢ krzywej Gaussa, nie
na bez specjalnych nadzi, podziele na pét. Przez punkt podziatu pemy oczy-
wiscie narysowa lini¢ poziony i znalez¢ szerokéc krzywej Gaussa na tym pozio-
mie: diugd¢ odcinka linii poziomej wyeitego krzywa Gaussa. Potowa diugm te-
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go odcinka wyrzona w odpowiednich jednostkach (takich jakimi nos jest
wartasci zmiennej X"’ zaznaczone na 0si poziomej) jesimie tym co nazywa
bedziemy ,potowa szerokaci w potowie wysoké¢”, zdefiniowary przez nas wia-
$nie miag rozrzutu pojedynczych pomiarow.
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Rysunek 2. Trzy przyktady histograméw sp@tzonych przez ucznidéw wraz
z dopasowanymi przez nich ,najlepszymi” krzywymiuSaa.
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Nie jest to oczywicie znane powszechnie odchylenie standardowe naeywa
niepewndcia w GUM. Ré&nica to doktadnie/(2 In2), czyli okoto 18%. Nie jest to
duwzo i w sumie pozwala to na dalsze studia nad niep@ignbez popetniania zna-
czacych bkdéw. Oczywicie mazna w tym miejscu wspomrigedynie stuszne, za-
akceptowane powszechnie pegg formuty z GUM, ktére kady, kto ma bardziej
zaawansowany kalkulator i ghdo rachunkow, ma zawsze zastosowa

Uczniowie g w stanie okrdi¢ ,potowe szerokéci w potowie wysokéci”
narysowanych przez siebie histogramow i ich najeygrawdopodobne wagci
odczytane z wykresow. Wypisanie tych wszystkich kgw na tablicy prowadzi do
dos¢ zaskakujcego, na pierwszy rzut oka, rezultatu. Wszystkieznagzone
szerokdci 3 bardzo bliskie. Pokazuje to na popragénaastosowanej metody i
pozwala przedyskutowajeszcze raz ewentualne zaobserwowane raasie.
Wazne jest stwierdzenige pozornie subiektywnie podele do danych prowadzi
do rezultatéw catkiem obiektywnych Wyniki otrzymameelekcji pokazuje Tabela 1.

Tabela 1. Pomiary swobodnego spadku, wyznaczonstaghamu wart& srednia |
rozrzut pojedynczych pomiaréw.

Polazenie | 0.79 0.80 0.80 0.80 0.82
maksimum | 0.78 0.80 0.79 0.80 0.78
0.80 0.79 0.82 0.80 0.78
0.78 0.80 0.80 0.81 0.78
Potowa 0.09 0.10 0.12 0.09 0.12
szerokéci | 0.10 0.10 0.10 0.09 0.10
w potowie | 0.08 0.09 0.07 0.12 0.09
wysokdci | 0.10 0.11 0.09 0.08 0.13

10
ng | (ty=0.78
A=10.09
8 =
7 L =079
A=0.11
6 L
5 (1) = 0.80
4 A=0.13
3
Rysunek 3 Histogram dla wynikév
2 . .
s swobodnego spadku trzy linie
1 \J_l najlepiej dopasowanych krzywych
o =k el Gaussa (patrz tekst).
0.6 0.8 1 1.2

t (s)
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W tym miejscu warto porowia wyniki otrzymane przez dzieci z
Lprofesjonalnymi” dopasowaniami wykonanymi zyaiem oprogramowania PAW
(Physics Analysis Workstation, poprzednika pakR@OT wywanego w CERNie
przez naukowcow m.in. poszukaymi boskiej czstki i ciemnej materii). Wyniki
tych dopasowa pokazane s na Rys. 3. Trzy linie pokazyj,hajlepsze dopa-
sowania” do histogramu czasu swobodnego spadkuvd2ie, pokazane ligikrop-
kowary to wynik minimalizacjix? Pearsona, co jest zasadniczedbe przy tak
male] statystyce. Dwie pozostate liniea@ta i kreskowana) otrzymano zastaty
metody maksymalizacji wiarygodrici, a r&nica pomgdzy nimi bierze si z tego,
ze za pierwszym razem (liniaagta) uwzgtdniono wszystkie zmierzone wadti
a za drugim (linia kreskowana) porgitai punkt o wartéci czasu wgkszej n 1.2 s.
Radznice w dopasowaniach wydagie istotne. Lekcja, jaknalery std wynies¢ jest
jednak taka,ze nie ma czegotakiego, jak uniwersalna recepta na ,najlepsze
dopasowanie”. Zaly ono w istocie take od ,hiefizycznych” parametréw, od tego
wszystkiego, co wiemy o pomiarze i warunkach wdghakbyt dokonany. Jest to,
nawiasem mowc, doskonaly przykiad ilustrafy sens beyesowskiego sposobu
myslenia o prawdopodohistwie. W naszym, szczegdélnym przypadkiywajac
standardowych metod klasycznego rachunku prawddpatbdnvo powinrgmy
raczej odrzudi ten jeden ekstremalny wynik z serii pomiarowegyRyayesowskim
ujeciu zostawiamy to do indywidualnej decyzji ucznidudrzy i tak w jaké swoj
.pozawiadomy” sposéb uwzegtinili to juz kreslac swoje dopasowane krzywe.
Wychodzi na toze w gruncie rzeczy dzieci rily po bayesowsku!

Wracapc do lekcji, pora zadakolejne, pozornie trywialne, acz bardzo istotne
W gruncie rzeczy pytanie: czy wykonaj wiccej i wiecej pomiaréw (czasu
spadania) nasza wiedza o tej wiglkiqczasie spadania) zisza st, czy nie? Jest
to pytanie raczej retoryczne. Im qeej zmierzymy, tym wiedzée powinngmy
wiecej. A wiec, jesli wiedza nasza naprawdosnie, pora zadakolejne, zasadnicze
pytanie lekcji o statystyce: jak szybki jest tenragx? Jaka jest relacja golu
sredniej” do $redniego bidu” pojedynczego pomiaru (w terminologii Btasiaka,
nieprawidtowej zdaniem GUM).

Takoyaki

Aby odpowiedzié na to pytanie, pozosig konsekwentnym, powindmy
zad& je Naturze, czyli przeprowadzeksperyment. Natura, czyli otacgs nas
Rzeczywisté¢ jest ztdona i pytanie postawimusimy umiejtnie, aby odpowied
dala st zauway¢ i zanalizowa bez stosowania wyrafinowanych metod
matematycznych. Aby to agmé¢ musimy Rzeczywistdé odpowiednio
spreparowd uprccic. Potrzebujemy modelu rzeczywigtg modelu najprostszego,
ale jednoczanie na tyle zlaonego, by méc studiowana nim statystyczne prawa
rzadzace procesem pomiaru. Chcieliipyy badé jedynie niepewrkei statystyczne
(typu A), wicc model powinien minimalizowtamazliwos¢ popetnienia kidow
Zwiagzara z nieprawidiowym odczytem, niedoskongia eksperymentatora
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(naszych dzieci) i ogdinie wszystkiego, cozm@odpadapod niepewnsei typu B,
niestatystyczne.

Rysunek 4. Takoyaki, przysd do déwiadcze z kulkami.

Wydaje st, ze znaleélismy taki model. Co ciekawsze, model ten znadigabo
znale¢ mazemy go w nieco innej formie w bajce o Kopciuszkesi@t on tam
stworzony przez zidiwa macock Kopciuszka, a sktadagsez miski zmieszanej z
popiotem soczewicy. Zaktadajw celach statystycznycke ziarna popiotusmniej
wigcej tego samego rozmiaru, Co ziarna soczewicy iEgent oczywdcie prawd,
ale to w kdicu bajka tylko) meemy zadé Kopciuszkowi zupetnie powae,
naukowe pytanie: ,Jaki jest utamek ziaren soczewicsrod wszystkich ziaren w
misce (ziaren popiotu i soczewicy)?”, czyli inacz8pkie jest prawdopodoliistwo
tego,ze losowo wycignigte przez nas ziarenkedrie ziarenkiem soczewicy, a nie
popiotu?” Na dokx sprave jest to jedyne roasine pytanie, jakie niemy zadéa
Kopciuszkowi, jéli ograniczy sic do pyta o zawarté¢ miski. Oczywicie kazdy
moze w tym miejscu pogpic metod, Kopciuszka i rozdzieti wszystko, co ma
w misce na dwie kupki: soczewicy i popiotu, a poterreliczy, ile doktadnie jest
jakich ziarenek. W ten sposob oczgeie uzyska si prawdzivg odpowied co do
zawartdci miski, ale jest to sposob dalece ,nienaukowyilidwystarczajcy, jesli
chodzi o pytanie natury ogoéinej. Fizycy bagdaRzeczywisté tak nie pospuja.
Nie da st bowiem wykona wszystkich maliwych daswiadcze i pozna zawczasu
odpowied na kade pytanie. Nie ma nawet sensu probdwilozliwe jest
natomiast pobranie probki Rzeczywigtio prébki niewielkiej, ale reprezentatywnej.
Mozna & préble przeliczy (bo jest whanie niewielka) i na podstawie tego wyniku
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mozna wnioskowa& w zawartdci cate] miski Kopciuszka — naszego modelu
Rzeczywistéci.

W naszym déwiadczeniu moglib§my wyé oczywicie talke popiotu i
soczewicy, ale clity ze wzgtdu na toze trudno jest o popiot nie pozostaw@j
po lekcji sladéw na eksperymentatorach, postanémii uzy¢é matych, szklanych
kulek. Poniewa musimy mi€ w modelu co najmniej dwa rodzaje kulekg&zz
nich — okoto 20% — pomalowétny sprayem na jasnozielony kolor i w ten sposob
stworzyl§my model nasz model Rzeczywigto— Rzeczywist& Pokolorowaa.
Jedyne pytanie jej dotygze, jakie meemy zadé to: ,Jaki utamek kulek zostat
pomalowany?” | tym wignie sk zajmijmy w sposoKcisty i naukowy.

Na lekcji ka&zda grupa dzieci (zwykle okoto quiu) wyposaona zostaje w
problke Rzeczywistéci do bada (pojemnik zawieracy kilka tyskcy kulek
wybranych losowo z wkszego pojemnika — Rzeczywisto Pokolorowanej).
Pierwsze zadanie, jakie przed nimi stawiamy to lsps@ ustalt mazliwie
dokfadnie, jaki jest utamek zielonych kulekgliewnioskowanie ograniczy do
przeliczania zaczerpgiej matej probki Rzeczywisfoi Pokolorowanej, powiedzmy
prébki o liczebnéci 25 kulek.

Aby eksperyment przebiegat sprawnie i precyzyjnignalerlismy specjalny
przyrzad do pobierania prébki 25 (50) kulek. Jest to fragingrubej piytki z
plexiglasu, w ktérej nawiercimy 25 (naprawe 2[25) wgkbien o rozmiarze nieco
wiekszym ni srednica kulek i takiej samej ggokasci. Od nazwy japskich
ciasteczek przygotowywanych na podobnych, leczwiéeie wigkszych, blachach
nazwalimy nasz przyrmd takoyaki pan”, w skrocie: ,takoyaki”. Pokazuje g
Rys.4. Po zanurzeniu takoyaki w Rzeczywisito kulki wpadaj same we
wgtebienia i fatwo mana je policz¢. Pojedynczy pomiar polega na podaniu liczby
zielonych kulek w 25 wgbieniach takoyaki.

W pierwszym eksperymencie zzygiem tokayaki prosimy ucznidw o
wykonanie 10 takich pomiaréw. Sluon take w opanowaniu techniki mierzenia i
oswojeniu st z ,przyradem pomiarowym”. Wszystkie wyniki wszystkich grup
zapisujemy na tablicy, co w sumie daje gerkoto 50 wynikdw, wystarczago
wiele, aby spormzi¢ histogram. Uczniowie majgo teraz samodzielnie w grupach
narysowa, dopasowé doa najlepsz ich zdaniem krzyw Gaussa i oszacovgej
parametry. Poniewa jest to powtOrzenie procedury zjuraz zastosowanej,
opracowanie tych danych przebiega na og6t spraivasysta potrzebna jestzju
tylko w nielicznych przypadkach. Po niedtugim ceagiczemy porowna wyniki
uzyskane przez grupy, tak dotyce potaenia maksimum, jakpotowy szerokdci
w potowie wysokdci. Nalezy zwrécic uwag: nha ewentualne wyniki odbiegag od
innych. Dobrze jest przypadki te przedyskutbwa wyjasni¢c ewentualne
rozbiezncsci tak, by wszyscy zauvigli niuanse i meliwe putapki procedury
dopasowania krzywej.

W tym miejscu mena, cheé nie jest to konieczne i zalgto od ich stopnia
zainteresowania i wiedzy ogélnomatematycznej, wspeiro raznicy pomedzy
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nasza miarg rozrzutu potowa szerokdci w potowie wysokdci) a odchyleniem
standardowym znanym z niektorych pgdmikow (i GUM!). Po pierwsze, roz-
ktad liczby zielonych kulek nie jest normalny. Jastozktad dyskretny i oczy-
wiscie nigdy nie osiga wartdci mniejszych od 0. Di& dobrym przyblieniem
jest tu rozktad Poissona, c¢hoto nie jest do kica prawd. Oczywiste jestze
liczba zielonych kulek nigdy nie przekracza liczedm catej probki (25 w tym
doswiadczeniu), ktérego to ograniczenia w rozktadziésBona nie ma, ginie
si¢ on do nieskaczondci. Rozktad w naszym dwiadczeniu jest tak naprawd
rozktadem dwumianowym. Mamy do czynienia ggeém 25 prob Bernoulliego
i interesuje nas catkowita liczba sukceséw (wylogoia zielonej kulki). Dla
utamka zielonych kulek wynoseego okoto 1/5, jak w naszym przyktadziez-ré
nica pomedzy potowa szerokdci w potowie wysokdéci w rozktadzie Gaussa i
dwumianowym wynosi okoto 11%.

Niezalenie od tej dygresji zapagtiawszy wartéci ,potozen maksimum”
i ,potébwek szerokdci w potowie wysokdci” do uzycia w p&niejszej, global-
nej analizie, stawiamy uczniom zasadnicze pytadieka lrdzie szerok&t hi-
stogramoéw, gdy zyjemy wigkszych prébek?”

Ustalmy, ze wykonamy odpowiednie pomiary dla liczebcio50, 100 200
i 400 kulek w probie. Wynik dla 400 kulek uzyskujgimowtarzagc osmiokrot-
nie pomiary 50 (225) kulek na takoyaki i sumag liczby kulek zielonych. Jest
to das¢ zmudne zajcie, dlatego warto, aby ten pomiar dokonywaty dgiepy
uczniow i budowaty jeden wspolny histogram. Staftigstjaka zebrd maj
uczniowie ustalamy biac pod uwag sprawneéc i czas jaki mamy do dyspozy-
cji. Pomiar dla liczebriei 400 jest bardzo way i maze sk okaza krytyczny
dla dalszej analizy, dlatego najedotazy¢ wszelkich stand, aby zebré staty-
styke co najmniej kilkunastu przypadkow.

Whyniki otrzymane na jednej lekcji pokazuje Rys.abwartaci liczbowe
przedstawia Tabela Il.

Tabela Il. Potaenie maksimurm, i rozrzut wynikéw pojedynczych pomiaréw dla
rozktadow otrzymanych przy zaych wielkgciach probek. Drugi e pokazuje liczb
pomiaréw wykonas dla danej statystyki

wielos¢ probki () 25 50 100 200 400
statystyka ) 50 22 27 17 11
potozenie maksimumm() 6.2 115 21.0 47 87
rozrzut Q\) 2.8 2.5 3.5 5 7
f=na/n 0.248 0.23 0.21 0.23% 0.218
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Rysunek 5. Wyniki dopasowywania krzywych Gaussaidtmgramow
otrzymanych dla rinej liczebndci prébek.

Ostatni etap dziataldoi doswiadczalnej obejmuje spardzenie jednego
wykresu, na ktérym uméeimy wszystkie uzyskane dmt wyniki w postaci
»potowy szerokdci w potowie wysokdci” (oznaczylsmy to jakoA) w funkciji
.potozenia maksimum” rfy) znalezionych dla prébek 25, 50, 100, 200 i 400
kulek. Pokazany jest on na Rys.6. (kétka i skaltenej osi).
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Rysunek6. Potowa szerokai w potowie wysokéci (kétka i skale
lewa) jako funkcja potoenia maksimum, oraz jej kwadrat (kwadraty
i skala prawa). Linie pokazajgtadky spodziewas (kwadratove

i liniowa) zaleznos¢ dopasowamdo danych.

Dodatkowo na wykresie umieszczamy punkt (O, 0),iga@az wiadomo
jest,ze w probce zawieragej zero zielonych kulek zawsze otrzymamy ten sam
wynik, a wic odpowiednia krzywa Gaussadzie miata ,zerow szeroke¢” —
zadnej niepewrkei co do wyniku! Kada teoretyczna zateos¢ A od ny musi
przechoda przez punkt (0, 0).

Jeili zapytamy teraz ucznidw o to, jaka jest zal&¢ A od n,, nikt, kto nie
zna widciwej odpowiedzi z innych, wc#gmiejszych studidw izrodet
podrcznikowych, nie jest w stanie wigana na bez dodatkowej podpowiedzi.
Mozna probowd nakréli¢ jakas gtadky krzywa, jednak odgadacie zalenosci
funkcyjnej z Rys. 6 jest na pierwszy rzut oka pyakhie niemaliwe. Jedyne,
co daje si zauway¢, to to, ze nie jest to zalmos¢ liniowa. Nie da si
poprowadz prostej zgodnej z obserwowamw danych tendengj— zalenosé
»Zagina s¢”. Podpowied ze strony nauczyciela jest catkowicie w tym miajsc
uzasadniona (nauczyciel ,wie lepiej”!), oszdza ona po prostu cenny czas.

J&li nie liniowa, to mae kwadratowa?

Uczniowie znaj parabo} w postaci y = X, czyli funkcje, ktdra rdnie
szybciej i szybciej (ruch jednostajnie przyspiegfo®brécenie tablicy o 90 stopni
zapewne by pomogto, ale zamiast tego nagpep bedzie sporzdzic wykres
zalenaici A% od n,. Mozna to zrobi na tym samym wykresie przeskalowaj
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odpowiednio & pionowg, tak jak to pokazuje skala po prawej stronie rigsun
Odpowiadaice jej punkty 4% n,) zaznaczona kwadratami. Jak wigazyjecie, ze
I’ zalezy linowo od n, jest catkiem dobrze ugruntowane eksperymentalfoe.
wiasnie stwierdzenie jest zasadniczym wynikiem wszgbtkiziatsh pomiarowych
na naszym modelu rzeczywisto Pozornie nie widaw nim nic nadzwyczajnego,
jednak warto péwieci¢ chwile na przéledzenie niezwykle istotnych, ukrytych w
nim konsekwenciji.

Konsekwencje

Znaleziona proporcjonaléé A® do n,' pozwala nam na uczynienie
istothnego kroku w obliczeniu ,bdu sredniej”.

Srednia (warté¢ spodziewana, czy najbardziej prawdopodobna) liczba
zielonych kulek w probce 25 kulek na takoyaki restjw zasadzie tym, o co
chcielismy pocatkowo zapytéd Natur. Chodzito nam o utamek zielonych kulek
w ogole, czylif = ny / n, gdzie n oznacza wielké prébki. Utamek taki
oczywicie fluktuuje, zmienia gj raz jest taki, a przy powtérnym wykonaniu
eksperymentu inny i jego rozrzut od sdgadczenia do diwiadczenia (przy
statymn) jest okrélony przez zmierzony rozrzut liczby kulek zielonych

p=Ba VM N T .
n n n/f n, (1)
W tabeli Il mamy w pitym rzdzie podane pé wyznaczonych wartei

utamkaf otrzymanych przez éie grupy uczniéw dla edych wielkaci probek.
Oznaczmy jé;

gdzien,; to liczby zielonych kulek w grupie j-tej w éwiadczeniu o numerze i-tym. Dla
porzadku przyglismy definicje catkowitej liczby zielonych kulek wgpie: ny (Xi naj)
i catkowitej liczby wszystkich kulek w grupie; = Y'i nj.

! Proporcjonalngt, nie réwnéé, ktérej mana by si spodziewa w tym miejscu, bierze si
ze wspomnianych poczynionych przez nas uprofzcZasipienie sigmy w rozkladzie
normalnympotowa szerokdci w potowie wysokdci i rozkladu dwumianowego rozktadem
normalnym daj odpowiednio zanenie miary rozrzutu o 18% i 11%. Prowadzi to do
wspotczynnika proporcjonaléa réwnego [(1-0.18)1(1-0.11)]*2~ 0.53, co zgodne jest z
wynikami przedstawionymi na Rys. 6.
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Teraz pora na zastanowienie,sjak wykorzystd wszystkie zebrane w
doswiadczeniach wszystkich grup informacjefiodo najlepszego okékenia
globalnej wartéci utamkaf. Praktycznie wszyscy uczniowie bioy udziat w
lekcjach, podobnie jak i najpewniej zdecydowanekeza¢ ludzi zsumowataby
pie¢ liczb z ostatniego wiersza Tabeli Il i wynik poel#a przez 5, bo tyle tych
liczb tam jest. W wyniku otrzymaliByny wartcg¢ globalnegd réwm ,,sredniej”
0.2282 i oczyw4cie nie jest to poprawna odpowietha postawione wgj
ogolne pytanie. Dla najbardziej precyzyjnego élemia wartdci f powinngmy
przecie: niewatpliwie dod& do siebie iléci zielonych kulek zaobserwowane za
kazdym razem w kazdej grupie i w kadym dadwiadczeniu i wynik takiego
sumowania podzidliprzez catkowita licz wszystkich kulek jakie azylismy we
wszystkich déwiadczeniach

_ 2w 3)
=30

(réznica pomgdzyk i j jestzadna, § to indeksy sumowania i jak by je nie nazwa
chodzi nam zawsze o0 to samo — sumowanie po wsaysgkiipach). Wielkéei nax

w réwnaniu (3) mena zastpi¢ na mocy réwnania (2) odpowiednim iloczynem
(nax = fx Ony), a nastpnie wprowadz mazemy wielkaci, ktdére nazwiemyvagami

Wi

2.Nn n
<f>: =3 ==L, fw, 4

I i

Wagi wy s dla naszych rozwan niezwykle istotne. Oké&aja one jak
wazny (std nazwa) jest dany wynik. Jak widé z rdwnania (4) & rowne w
naszym déwiadczeniu procentowemu udziatowi liczby kulek aralanej w
danej grupie. Im wdcej kulek przetestujemy, tym nasz wynik jestzmiajszy.
Jest to konkretna i precyzyjna odpowieth nasze pytanie. Niczegoeagj nam
nie potrzeba.

W przypadku identycznych eksperymentoéw, gdy wszgstkyniki s
jednakowo doktadne, wszystkie wagitakie samer{ = n, = const),

WSSy )

I wtedy

<f>=ziN:1fjW'= 2 = (6)
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I otrzymujemy w wynikusrednia arytmetyczna. Jak z tego wida srednia
arytmetyczna jest dobra jedynie wtedy, gdy skladawmiki eksperymentow,
ktore maja ¢ sam niepewndé. Jeli jest tak, jak w przypadku naszego
eksperymentu z kulkami, gdzie niepewiosa rézne, jak to pokazuje w naszym
przypadku Tabela Ill, musimy postugiwaic wzorami doktadnymi (4). Wtedy
wartas¢ utamkaf rzeczywicie najlepiej zmierzona przez nas wynosi 0.225.
Réznica nie jest dia, bo wynosi okotlo 1%, W przypadkach bardziej
skomplikowanych, gdzie #hice niepewnsci su naprawd duze nieprawidtowe
uzycie sredniej arytmetycznej me prowadzi do znaczcych bedow (bkdow, nie
niepewndci!) w analizie i w konsekwencji do wygnigcia bkdnych wnioskow.

Tabela 3. Wagi wynikow Kalej grupyj>i nij = 12850. | inne wielkéci pomocne w
obliczeniach ostatecznych.

liczebna@¢ probkin | 25 50 100 200 400

statystykalN 50 22 27 17 11

N On 1250 | 1100 | 2700 | 3400| 4400

wagawj 0.10 0.09 0.21 0.265| 0.3472

f=nAln 0.248 | 0.23 0.21 0.235 0.21§
<f>=0:225

Ai | 0.0063| 0.0068 0.0043 0.0039 0.00B4
A =0:002

Uogodlnienie

Wagi zdefiniowane w rownaniu (4) mua przepisézastpujac wartagci n
ilorazaminy, i utamkaf na mocy rownania (2)

n. n,/f.
w, = - AJ/ i
ank zknk

(7)

Wartdéci f; (fi) okreslone przez kada z grup § w zasadzie bardzo podobne
i przy szacowaniu wag niemy uzna, ze $ niemal identyczne. i zashpic je
stah (na przyktad &) skroa sie one i w liczniku i mianowniku pozostan
jedynie odpowiednie warfoi na.

W tym momencie meemy zastosowaodkryty przez nas dwviadczalnie
zaleznoé¢ proporcjonalnéci ny doA i po prostych przeksztatceniach otrzymujemy:

et eus) @

- anAk B Zk ]/Azk A72]
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Suma w mianowniku jest taka sama dla wszystkiclp gryest jedynie
czynnikiem normalizacyjnym, zapewnjgym, ze suma wszystkich wag jest
jedndcia — tak musi b§ z zasady zachowania prawdopodabiea. Najistotniejsze
we wzorze (8) jest toze wagi 8 odwrotnie proporcjonalne do kwadratow
niepewndci pomiarow do jakich giodnosz. Warto zaznaczypo raz kolejnyze
ten bardzo podstawowy wynik w istocie zostat uzggikarzez uczniow na drodze
doswiadczalnej. W naszym eksperymencie tokayaki samni aglkryli jedno w
podstawowych praw Natury. Przy okazji zaumg, ze rozwazanie to jest jak
najbardziej zgodne z ideami zawartymi w GUM.

Btad sredniej
Niepewnd¢ sredniej arytmetycznej nie by wyprowadzona bez

specjalnych trudn@i na drodze elementarnej w rozumowaniu podobnym do
przedstawionego povigj. Z rownania (1) otrzymujemy:

f-2
-

5o, (©)

.

Niepewnd¢ wyniku kaacowegof spetnia take to samo rownanie:

2
f =2.n

AZ iA

(10)

Stosujc przyblizenief; = f i porownujc wzory (9) i (12) otrzymujemy:

1 s 1
rosyv 11
A iy (11)
Mozemy wy¢ tego wyniku do danych zawartych w Tabeli Ill i asawa&

niepewnaé¢ naszejsredniej (waonej) wartdci f. W sumie analiza wszystkich
naszych eksperymentow takoyaki prowadzi do rezulfat 0.255 + 0.02

Tym samym znaldismy odpowied na postawione na pagku lekciji
pytanie. Potrafimy wyznaczypoprawnie najlepazwartas¢ utamkaf i jestgmy
w stanie podaniepewndc¢ tego wyniku.

Wracapc do prostego przypadku sktadania wynikéw ekspengove
jednakowo doktadnych z wzoru (11) otrzymujemy wynik

AS
A= N (12)

gdzieAs oznacza niepewré wyniku pojedynczego pomiaru gjest niepewnéria
sredniej zN powtorzé tego eksperymentu.
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Tego wyniku maemy teraz z kolei skorzystav przypadku dowolnego
innego, powtarzanego wiele razy, eksperymentu p@eggo niekoniecznie na
zliczaniu kulek. Na pociku lekcji przeprowadziimy pomiary czasu spadania i
mozemy je teraz zanalizowaspojnie i kompleksowo. Najlepsze oszacowanie
tego czasu to (0.80 + 0.016) s. Po przefou tego na warkd przyspieszenia
ziemskiego (pomijamy drobne niuanse gz@ine z nieliniowécia rozpatrywanej
funkcji zmiennej losowej, co przy niewielkich oddégiach jest uzasadnione)
otrzymujemy (9.4 = 0.2) m/s2. Zupetnie niezty wynik

Podsumowanie

Pokazakmy, ze prawidtowe (GUM) podégie do statystycznej analizy
danych mae by z powodzeniem przekazane uczniom w wieku licealnym
gimnazjalnym zaczynagymi dopiero przygogd z empirycznym poznawaniem
praw Natury. Budowanie histogramow izygie ich potem do okiania
niepewndci pomiarowej jest na tym etapie rozwoju catkiemtunalne.
Wyprowadzenie zalosci pomiedzy ,srednim bkdem” pojedynczego pomiaru
a ,bledemsredniej” z wielu pomiaréw (wzor 12) positkig sie daswiadczeniem
daje solidne podstawy do poprawnego zrozumienmge &ylIko nauczenia gj tej
I innych procedur niezfoinych w naukach przyrodniczych.
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